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随机参数系统不确定性量化的泛函观点 
与整体灵敏度分析 1) 
万志强*,†   陈建兵*,†, 2)   Michael Beer** 
*（同济大学土木工程防灾国家重点实验室, 上海 200092） 
†（同济大学土木工程学院, 上海 200092）  
 **（莱布尼茨汉诺威大学, 风险与可靠性研究所, 德国汉诺威 30167） 
摘要 不确定性因素广泛存在于实际工程分析与设计之中. 例如, 土木工程结构的力学性能参数可能存在不可忽略
的随机性. 故而随机系统参数灵敏度分析, 对合理的工程设计与决策具有相当重要的意义. 本文首先论述了随机系
统中不确定性量化与传播的泛函空间分析观点. 在此基础上, 给出了由泛函 Fréchet 导数所定义的整体灵敏度指标, 
讨论了该整体灵敏度指标的一些基本数学物理性质，定义了该整体灵敏度指标所对应的工程实用的重要性测度与方
向灵敏度，并分别解释了二者的几何物理意义. 然后, 具体论述了在ε -等效分布定义下该整体灵敏度指标的参数化
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Abstract  Uncertainty exists broadly in real engineering design and analysis. For instance, some mechanical 
parameters of structures in civil engineering may be of randomness and usually cannot be ignorable. Therefore, the 
process of uncertainty quantification, e.g., the sensitivity analysis on parameters of stochastic systems is, of 
paramount significance to reasonable engineering design and decision-making. In the present paper, the perspective 
of functional space analysis on uncertainty quantification and propagation in stochastic systems is firstly stated. On 
this basis, the global sensitivity index (GSI) is introduced based on the functional Fréchet derivative, whose some 
basically mathematical and physical properties are studied. Besides, the correspondingly defined importance 
measure and direction sensitivity of the GSI are also discussed, in terms of their geometric and physical meanings. 
Moreover, based on the definition of ε -equivalent distribution, the parametric form of the proposed GSI is 
elaborated in detail. By incorporating the probability density evolution method (PDEM) and the change of 
probability measure (COM), the numerical algorithm of the GSI and the procedure of sensitivity analysis are 
illustrated. Four numerical examples, including the analytical function of the linear combination of normal random 
variables, stability analysis of the rock bolting system of tunnel, the analysis of steady-state confined seepage below 
 
the dam, and the stochastic structural analysis of the reinforced concrete frame, are analyzed to demonstrate the 
effectiveness and significance of the GSI. Some issues to be further studied are also outlined in the article. 
Key words  uncertainty quantification, sensitivity analysis, Fréchet derivative, probability density evolution 
method, change of probability measure





























































概率空间为 ( ), ,Ω F  , 其中Ω 为样本空间、F 为
σ -代数(Ω 的事件域)、 为概率测度, ϖ Ω∈ 代表
样本空间中的一个点(即基本事件). 不失一般性, 考
虑一随机系统 
 ( ) ( )( )ϖ ϖ=X g Θ  (1) 
其中 , ( ): n m⋅ → g 为一连续映射 , 其分量为
( )1 2,g , , mg g
 ; 
( ) ( ) ( ) ( )( )21 , , , nϖ Θ ϖ Θ ϖ Θ ϖ=  Θ 为 n 维输入随
机向量 , 其联合概率密度函数 ( )pΘ θ 已知 , 其中
( )21 ,, , nθ θ θ= 
θ 为 随 机 向 量 Θ 的 可 实 现
值 ; ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , mX X Xϖ ϖ ϖ ϖ=  X 为 m 维系
统输出向量, 记其联合概率密度函数为 ( )pX x , 其
中 ( )1 2 ,, , mx x x= 
x 为随机向量 X 的可实现值.  
由概率论可知, 若已知 ( )pΘ θ , 则根据上式可
确定输出随机向量的概率密度函数 ( )pX x . 事实上, 
根据概率守恒原理[20-21], 可得 
 








X Θx x θ θ  (3) 
为简单计, 先考察 1n m= = 的情况. 此时, 式(1)
成为标量形式 ( ) ( )( )X gϖ Θ ϖ= , 而式(3)则相应地
退化为 ( ) ( )d d
X
Xp x x p
Θ
ΘΩ Ω
θ θ=∫ ∫ . 注意此时积分
区域为 ( )X g ΘΩ Ω= . 进一步, 考虑下列情况. 
(1) 函数 ( )g ⋅ 为单调函数. 此时, 有 
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( ) ( ) ( )
( )
( )



































  (4) 
其中 ( )λ ⋅ 表示子域的 Lebesgue 测度, 对一维情况即
为其子域的长度; ( )1d / dJ xg x−= 为 Jacobi 行列
式, 对一维情况即为其导数之绝对值, ( )1g− ⋅ 表示
( )g ⋅ 的反函数.  
(2) 函数 ( )g ⋅ 为非单调函数. 此时, 总可以将
其定义域剖分为若干个不相交子域, 并使之在每个
子域中为单调函数 [21]. 记其相应的反函数为
( )1jg− ⋅ ( 1,2, ,j N=  ), N 为子域划分段数, 此时有 
 
( )
( ) ( ) ( )
( )
( )

















































  (5) 
式中 , jΘΩ 为 ΘΩ 之第 j 个子域, 且每个这样的子域
都满足 ( )1, j j XgΘΩ Ω−= ; ( )1d / dj jJ g x x−= 为第 j
个反函数对应的 Jacobi 行列式.  
若 1m = 而 1n > , 则 式 (1) 退 化 为
( ) ( )( )X gϖ ϖ= Θ , 而 式 (3) 相 应 地 成 为
( ) ( )d d
X
Xp x x pΩ Ω
=∫ ∫
Θ
Θ θ θ . 由此, 有 
 ( )






λ Ω Ωλ Ω→
= ∫
Θ
Θ θ θ  (6) 
对其进一步化简可得 
( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )
( )
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  (7) 
其中 ( )1 2 3, ,, nθ θ θ∼ = 
θ , ( )1 1,jg x− ∼θ 是以 1∼θ 为参
数时 ( )g ⋅ 的第 j 个反函数, ( )1 1, /j jJ g x x− ∼= ∂ ∂θ .  
另一方面, 也可以通过 Dirac 函数 [ ]Dδ ⋅ 的筛选
性质体现的映射关系获得输出变量的概率密度函数. 
事实上, 对于上述情形, 有 
 
( ) ( ) ( )


















Θ θ θ θ
θ θ θ
 (8) 
其中 ( )| |Xp x =Θ Θ θ 为条件概率密度函数. 由于存
在 映 射 关 系 ( ) ( )( )X gϖ ϖ= Θ , 因 而 有
( ) ( )| D|Xp x x gδ  = = − Θ Θ θ θ , 由此可得式(8)中的
第二个等式.  
显然, 可认为式(8)是输出概率密度函数 ( )Xp x
关于输入概率密度函数 ( )pΘ θ 的隐式表达, 而式
(4)、式(5)和式(7)则是对式(8)进行积分获得的显式
解析表达 . 上述各式表明 , 输出概率密度函数
( )Xp x 由输入概率密度函数 ( )pΘ θ 所决定, 因而可
以进一步写成如下算子形式的表达 
 ( ) ( )X gp x pψ=  Θ θ  (9) 
其中下标 g 来表示算子 gψ 决定于函数 ( )g ⋅ . 在实





对于 2m ≥ 的情况, 上述基本思想是完全类似






 ( ), , t=X G X Θ  (10) 
其中 ( )1 2, , , mX X X= 
X 为状态向量, / t= ∂ ∂X X ; 
 
( )1 2, , , mG G G= 
G 为 确 定 性 函 数 向 量 ; 
( )1 2, , , nΘ Θ Θ= 
Θ 为刻画随机源信息的随机向量, 
其 概 率 密 度 函 数 ( )pΘ θ 已 知 , 这 里
( )21 ,, , nθ θ θ= θ

为其对应的可实现值. 式(10)的
初始条件为 ( ) 00 =X x , 其中 0x 为确定性初始值.  
根据概率守恒原理[20], 记 ( )( ),tX Θ 的联合概
率密度函数为 ( ), ,p tXΘ x θ , 则其满足如下广义概率
密度演化方程[21] 
 
( ) ( ) ( )
1












XΘ XΘx θ x θθ  (11) 
其初始条件为 
 ( ) [ ] ( )0 D 0, , |tp t pδ= = −XΘ Θx θ x x θ  (12) 
求解上述方程即可得 ( )tX 的概率密度函数 




X XΘx x θ θ  (13) 
由此可见, 若已知初始随机源概率信息(输入
概率信息) ( )pΘ θ , 即可通过求解式(11)、式(12)和式
(13)获得输出概率信息 ( ),p tX x . 因此, 上述三个方
程决定了从输入概率密度函数到输出概率密度函数
的变换. 从函数空间来看, 即存在如下算子方程 
 ( ) ( ),p t pψ= X G Θx θ  (14) 






意义上说, ψG 可称为不确定性传播算子.  
事实上, 式(9)和式(14)中的算子 gψ 和ψG , 正
是 Frobenius-Perron 算子[21-22]. 值得注意的是, 上述
算子是线性算子, 仅依赖于物理方程(例如以上的





2  基于 Fréchet 导数的整体灵敏度 
2.1  基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标定义 
基于上述泛函空间理解, Chen 等[16]提出了基于




化, 例如从 ( )pΘ θ 变为 ( )pΘ θ , 则系统响应(输出)
的概率密度函数也将相应地发生改变, 且由算子方
程(14)可知 
 ( ) ( ),p t pψ=  X G Θx θ . (15) 
方便起见 , 记输入概率密度函数的变化为
( ) ( )p p pδ = −Θ Θ Θθ θ , 输出概率密度函数的变化
为 ( ) ( ), ,p p t p tδ = −X X Xx x . 由式(15)两端分别减
去式(14)可得 






令V 和W 为 Banach 空间, 定义映射 :V Wψ → . 
若存在一有界线性算子 ( ),V Wψ ∈  , 满足 
 















则称 ψ 为在 0u U V∈ ⊂ 处的算子ψ 的 Fréchet 导数, 
记为 [ ]0uψ ψ ′= . 式中 , V⋅ 和 W⋅ 分别对应
Banach 空间V 和W 上的范数.  





p p Ω=  Θ  (18) 
其中, ( )1 Ω Θ 为定义在ΩΘ上的 1 范数, 即 









x  (20) 
由于不确定性传播算子是线性算子, 因此概率信息
“变化”的传播算子就是不确定性传播算子本身. 
在实际计算中 , 可以利用 Fréchet 导数与
Gâteaux 导数的等价性. Gâteaux 导数的定义为: 令
V 和W 为 Banach 空间, 定义映射 :V Wψ → . 若存
在一有界线性算子 ( ),V Wψ ∈  , 满足 
 
[ ] [ ]0 0
0












则称 ψ 为在 0u U V∈ ⊂ 处的算子ψ 的Gâteaux导数, 
记为 [ ]0uψ ψ ′= .  
显然, Fréchet 导数即为 Gâteaux 导数. 反之, 若
Gâteaux 导数在点 0u 处连续或式(21)对 h 一致成立



















为 Fréchet 导数是线性算子, 因此基于 Fréchet 导数
的整体灵敏度指标与 pΘ 的具体形式是无关的(类似
于线性函数 x kθ= 中的局部灵敏度 d / dx kθ = 是与




率密度函数坍塌为 Dirac 函数).  
(2) 基于性质(1), 若考虑输入概率模型具有某
种程度的认知不确定性[1-2, 17-18], 例如, 输入概率密
度函数可能为 ( )1pΘ 或
( )2pΘ , 则这种认知不确定性传
播的量化可以直接由该整体灵敏度指标给出, 即
( ) ( )( )2 1p pψ − Θ Θ . 
(3) 对于随机动力系统 , 系统响应是时变的, 
因此基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标为一时变
量. 在此情况下, 可根据问题的需要考虑系统响应
的某代表性值 , 如系统响应时程的极大值 , 即
( ) [ ]{ }ext max ,  0,t t T= ∈Z X , 简记为 Z . 
(4) 注意到 Fréchet 导数是线性有界算子, 在式
(17)、式(18)和式(20)定义下的范数为 1(证明见第 2.3








密度函数为 ( );pΘ θ ζ , 其中 ( )21 ,, , sζ ζ ζ= ζ

为其
对应的分布参数向量. 此时, ( );pΘ θ ζ 的变分为 
 

















θ ζ θ ζ ζ θ ζ
θ ζ  (22) 
在文献[16]中, 考虑各分布参数之间相互独立
变化, 即当仅考虑 0jδζ ≠ 而其他为 0 时, 给出了基














































































 2 30 1 2 3a a U a U a UΘ = + + +  (25) 
其中, 参数 0a , 1a , 2a 和 3a 由Θ 的前四阶矩即其均
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Θ Θ Θ Θ Θ
θ φ
θ µ σ α β
−=
  =  
+ +  
=
 (27) 
其中, ( )uφ 为标准正态分布的概率密度函数, 反函
数 ( )1u u θ−= 的显式表达详见文献[27].  
可见, 此时Θ 的概率密度函数由其前 4 阶矩确
定. 不妨考虑随机向量 ( )21 ,, , nΘ Θ Θ= 
Θ 相互独






( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,Θ Θ Θ Θµ σ α β    分别对应Θ的均值、标准差、
偏度和峰度. 由式(23)和式(28)可得随机系统(1)基
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非参数化的, 如 ( )pΘ θ 是通过核密度估计[1]或概率
密度演化理论[21]得到的数值解, 则可通过 ε -等效
分布的方法将其参数化. 为此, 记随机变量Θ 的概
率密度函数为 ( )pΘ θ . 若Θ可以由有限个参数进行
表达, 则称 ( );pΘ θ ζ 为 ( )pΘ θ 的 ε -等效分布, 满足 
 ( ) ( );
V
p p ε− ≤Θ Θθ ζ θ  (30) 
其中, ζ 为有限维参数向量, 可由优化算法[12]求解
式(30)给出; ε 为给定的容许误差, 如 0.01. 注意, 
这里 ( );pΘ θ ζ 可以是任意形式的. 例如, 有确定形
式的概率密度函数[2-3]、由矩表达形式给出的概率密
度函数[26-27]或由级数展开方法[30]计算得到的概率
密度函数等 . 在上述基础上将 ( );pΘ θ ζ 替换为
( );pΘ θ ζ , 则随机系统(1)基于 Fréchet 导数的整体
灵敏度指标的参数化表达可统一为式(23). 
2.3  重要性测度 
如式(23)所示的整体灵敏度指标描述了系统响
应 X 的值域范围内每一点 x 处概率密度的灵敏度. 













































  (32) 
式中各符号同式(17)中定义. 任意取Θ 的概率密度
函数为 2p 和 1p , 令 2 1p p p= − ，由均值定理有[24] 
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  (33) 
此处利用了不确定性传播算子是线性算子的性质.  
注意 ( )2 11tp t p+ − 为概率密度函数. 因此, 由
概率相容性和不确定性传播算子方程(9)有 
 ( )( )
1












1,  1,2, ,j j sψ≤ = =






1, 且该长度越大, 则其重要性越大. 
(2) 物理意义: 
考虑式(31)的差分表达形式. 即, 取 ζ 沿 jζ 方
向的增量为 jζ∆ (一般取
210j jζ ζ
−∆ = 或 310 jζ
− ; 若
0jζ = 则 取
210jζ
−∆ = 或 310− ), 并 简 记
( ); j jp pζ ++ ∆ =eX Xx ζ 、 ( ); j jp pζ ++ ∆ =eΘ Θθ ζ 、















































































其中, je 为 s维单位向量, 且仅其第 j 位上元素为1
而其它为 0 ; ( )TV ,d p q 为概率密度函数 p 和 q 的总
变差距离(Total Variation Distance), 即[16] 
 ( ) ( ) ( ) [ ]TV
1, d 0,1
2




示): 当第 j 个分布参数 jζ 发生扰动, 使得输入概率
空间产生“体积变化” ( )TV ,d p p+Θ Θ 后, 随机系统对
应的输出概率空间亦相应地产生了“体积变化” , 即






图0 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标对应的重要性测度
的物理意义 
Fig. 1 Physical meanings of the importance measure with 
respect to the Fréchet derivative based GSI 
2.4  方向灵敏度 
另一方面, 考虑如(23)所示的整体灵敏度指标
在系统响应 X 值域范围内的方向灵敏度:  
 ( ) ( ),sgn ,  1,2, ,j j j sψ= =  x  (38) 
式中, ( )sgn A 为符号函数: 当 0A ≥ 时取 1+ (代表
“正”或“ + ”)、否则取 1−  (代表“负”或“ − ”). 计算整
体灵敏度指标在ΩX 上的积分, 易得 
 ( ), d 0,  1,2, ,j j sψΩ = =∫ X x x  (39) 
式(39)是由概率相容条件导致的必然结果. 定
义 , :jΩ Ω
+ ∈X Xx 满足 , 0jψ ≥ 和 , ,:  \j jΩ Ω Ω
− +
X X X , 
对式(39)进行正负分解后有 
 




d ,  d ,
,  0,  1,2, ,
j j
j j j j
j j j j j s
ψ ψΩ Ω
ν ν
Ω Ω Ω ν ν
+ −
+ −
+ − + −
= =






x x x x
 (40) 
事实上, 由式(31)可知 
 , 1, , 2,j j j j sν ν
+ − == − =   (41) 
利用式(38)的定义, , jΩ
+
X 和 , jΩ
−
X 的统一表达为 
 ( ){ }: 1 ,  ,  1,2, ,jI j sΩ Ω± ⋅ = ± ∈ = X Xx x x  (42) 
其中 { }I A 为示性函数, 当 A为真时取 1、否则取 0.  
由式(38)所定义的方向灵敏度的意义在于, 系
统响应的值域ΩX 可以通过式(42)划分为正、负两个
子值域(可能是多连通域). 具体而言: (1) 输入分布









X 内概率密度函数减小 , 而负值域
, jΩ
−
X 内的概率密度函数增大. 因此, , jΩ
−




增值域; (2) 若按式(38)定义可得有限个正、负值域, 
则正或负值域的不连续子值域个数(如图 2)可反映
物理系统的复杂程度. 一般而言, 系统非线性程度
越复杂, 其不交叉子值域个数越多. 在第 4 节将结
合具体实例对其进行详细讨论.  
 
图0 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标对应的方向灵敏度
示意图 
Fig. 2 Schematic representation of direction sensitivity with 
respect to the Fréchet derivative based GSI 
2.5  与矩独立灵敏度指标的联系 
考虑随机系统(1), 基于矩独立的全局灵敏度指
标定义为[10] 
  ( ) ( )
1 | d ,
2
1,2, ,
i ii i ip p
i n
Θ Ω






X Xx x x  (43) 
其 中 , [ ]
iΘ
⋅ 为 关 于 iΘ 的 期 望 算 子 ; 
( ) |i i ip Θ θ=X x 为条件概率密度函数.  
式(43)可进一步写作 
 
( ) ( ) ( )
( )
1 | d ,
2
,  1,2, , .
i
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Θ θ Θ θ
δ Θ
= = = −




X Xx x x
 (44) 
在式(37)定义下, ( )i i is Θ θ= 即为概率密度函
数
i
pX 与 pX 的 总 变 差 距 离 , 不 妨 记 为
( )TV ,id p pX X . 考 虑 各 输 入 随 机 变 量
( )1 2, , , nΘ Θ Θ

是相互独立的 , 则 ( )|i i ip Θ θ=X x
对应的输入概率密度函数有 
 









































pΘ 与 pΘ 的总变差距离为 
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i i i i










Θ Θ Θ Θ θ
 (46) 
上式意味着当第 i 个随机变量 iΘ 坍塌为确定性
变量 iθ 时, 输入概率空间产生了单位体积的变化. 
























在第 2.3 节中, 式(36)解释了基于 Fréchet 导数
的整体灵敏度指标的重要性测度的物理意义: 它是
随机系统在点 pΘ 处沿其分布参数 jζ 方向的(绝对)
体积变化率. 类比于此, 式(47)可理解为第 i 个随机
变量 iΘ 沿其所有可实现值 iθ 方向(绝对)体积变化的
期望值.  
事实上, 若考虑参数化形式下的Θ 的概率密度
函数 ( );p θ ζΘ , 其中 ( )1 2, , , n= 
ζ ζ ζ ζ 分别对应
( )1 2, , , nΘ Θ Θ

的分布参数向量. 当第 i 个随机变
量 iΘ 坍塌为确定性变量 iθ 时, 一方面, 其对应的概
率密度函数由 ( );
i i ipΘ θ ζ 变为 ( )D i iδ θ θ− ; 另一方
面, 若有 ( ),i i iµ σ=
ζ , 其中 iµ 为均值、 iσ 为标准
差 , 则有 ( ) ( )D ;  , 0ii i i i i ipΘδ θ θ θ µ θ σ− = → → . 一
个具体的例子是, 若 iΘ 服从均值为 iµ 、标准差为 iσ
的正态分布, 则当 iΘ 坍塌为确定性变量 iθ 时, 其概
率 密 度 函 数 是 ( ){ }2 2exp / 2 / 2i i i iθ µ σ πσ− − 在
i iµ θ→ 和 0iσ → 时的极限形式. 
在此理解的基础上, 记第 i 个随机变量 iΘ 向其
均 值 iµ 坍 塌 前 Θ 的 联 合 概 率 密 度 函 数 为



























G Θ G Θ
Θ Θ Θ Θ
 (48) 
这里 ,iψ 为基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的
参数化表达. 注意到 ,iψ 为一线性算子, 式(48)可
进一步写为 
 

















pΘ 和 pΘ 处的关


















其中 ( )i iσ 为由式(31)给出的第 i 个随机变量 iΘ 关
于其标准差参数 iσ 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度
指标的重要性测度.  
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式中, je 和 jζ∆ 意义同式(36).  
对 1,2, ,j s=  , 式(51)包含系统响应的概率密
度函数 ( ); j jp ζ+ ∆eX x ζ 和 ( ); j jp ζ− ∆eX x ζ , 它们
分别对应输入概率密度函数 ( ); j jp ζ+ ∆eΘ θ ζ 和
( ); j jp ζ− ∆eΘ θ ζ . 
对一些简单随机系统而言, 可通过显式解析表




论(Probability Density Evolution Method, PDEM)[21]
 
进行求解, 从而获得 ( )pX x , 详见第 3.1 节.  
一般而言, 对 1,2, ,j s=  分别进行概率密度演
化分析即可获得基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指
标. 这总计需要 2Ns 次确定性分析. 具体而言, 不
妨考虑Θ为10维独立的随机向量、且各随机变量均
为两参数分布. 一般取概率密度演化分析中的概率
空间剖分数为 500 , 则总共需要求解 20000 次确定
性物理系统！这毫无疑问地给实际工程问题分析带
来了极大的挑战. 最近, Chen & Wan[17]从概率测度
变换(Change of Probability Measure, COM)的角度提
出了降低确定性分析次数的方法, 详见第 3.2 节.  
3.1  随机系统不确定性传播的概率密度演化理论 
基于概率密度演化理论(PDEM), 对系统(10)的
数值求解算法的基本步骤包括[21]:  
1) 概率空间剖分与点集优选: 记Θ 的样本空
间为ΩΘ , 将其剖分为 N 个子域 1 2, , , NΩ Ω Ω , 并使
其 满 足 1
N
q qΩ Ω=∪ = Θ 且 对 任 意 1 p q N≤ ≠ ≤ 有
p qΩ Ω∩ =∅ . 对 1,2, ,q N=  , 在每个子域中选取
一个代表点, 记为 q qΩ∈θ , 并计算其对应的赋得概
率 . 赋得概率定义为子域 qΩ 相对于全域 ΩΘ 的
Voronoi 体积, 即 
 ( )d ,  1,2, ,
q
qP p q NΩ
= =∫ Θ θ θ  (52) 
此步骤所涉及的点集优选策略及其点集误差分
析可进一步见文献[32-33].  
2) 对 1,2, ,q N=  , 给定代表点 q=θ θ 并求解
系统(10)得到 ( ) ( )( ), , , ,q q qt t t=X θ G X θ θ .  
3) 对 1,2, ,q N=  , 求解半离散化的广义概率
密度演化方程:  
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
1













XΘ XΘx θ x θθ  (53) 
其初始条件为
( ) ( ) [ ]D 0, ,0q q qp Pδ= −XΘ x θ x x 、边界
条件为 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0q qq qp t p t+∞ = −∞ =XΘ XΘθ θ .  
4) 对上述结果进行求和集成:  







p t p t
=
=∑X XΘx x θ  (54) 
需要说明的是 , 若考虑系统(10)的极值分布
( )pZ z , 其中 ( ) [ ]{ }max ,  0,t t T= ∈Z X . 此情况下, 
基于等价极值事件的基本思想、通过构造虚拟随机
过程即可获得该极值分布 ( )pZ z , 详见[34].  
3.2  随机系统不确定性传播的概率测度变换 
考虑两组不同的输入概率密度函数 ( ) ( )1pΘ θ 和
( ) ( )2pΘ θ , 分别对应系统响应的概率密度函数
( ) ( )1 ,p tX x 和 ( ) ( )2 ,p tX x . 其中, ( ) ( )1 ,p tX x 可由第 3.1
节中的概率密度演化理论 (PDEM) 给出 , 而
( ) ( )2 ,p tX x 则由概率测度变换(COM)得到, 基本步
骤如下[17]:  
1) 由概率密度演化理论计算 ( ) ( )1pΘ θ 对应的系
统响应概率密度函数 ( ) ( )1 ,p tX x , 保存分析中的代表

















X θ .  
2) 当输入概率信息由 ( ) ( )1pΘ θ 变为 ( ) ( )2pΘ θ , 
保持代表性点不变、重新计算赋得概率有:  
 ( ) ( ) ( )22 d ,  1,2, ,
q
qP p q NΩ
= =∫ Θ θ θ  (55) 






θ 确定.  
3) 重新计算第 3.1 节中第 3 步, 将初始条件更
换为 ( ) ( )( ) [ ] ( ),2 1 2D 0, ,0q q qp Pδ= −XΘ x θ x x .  
4) 对计算结果进行集成, 即 







p t p t
=
=∑X XΘx x θ  (56) 




1) 由式(30)给出输入概率密度函数 ( )pΘ θ 的




数 ( );pΘ θ ζ 对应的系统输出概率密度函数 ( )pX x .  
3) 对 1,2, ,j s=  , 由第 3.2 节概率测度变换给
出输入概率密度函数 ( ); j jp ζ+ ∆eΘ θ ζ 对应的系统
输出概率密度函数 ( ); j jp ζ+ ∆eX x ζ ; 以及输入概
率密度函数 ( ); j jp ζ− ∆eΘ θ ζ 对应的系统输出概率
密度函数 ( ); j jp ζ− ∆eX x ζ . 注意这一步不需要额
外的确定性物理系统分析.  
4) 对 1,2, ,j s=  计算各分布参数对应的范数
( ); / j Vp ζ∂ ∂Θ θ ζ .  
5) 计算式(51).  
4  算例分析 
4.1  算例一: 正态随机变量的线性组合函数 
考虑一随机系统  
 
 1 2 32X Θ Θ Θ= − +  (57) 
式中, 1Θ 、 2Θ 和 3Θ 为相互独立的正态随机变量, 其
均值为 1µ , 2µ 和 3µ , 标准差为 1σ , 2σ 和 3σ . 易知, 
X 服 从 均 值 为 1 2 32µ µ µ− + , 标 准 差 为
2 2 2
1 2 32σ σ σ+ + 的正态分布. 式(57)所示随机系统
用于阐述基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的性
质, 并检验本文所采用的 PDEM-COM 方法的计算
精度[16]. 本例中取 0iµ = 和 1iσ = ( 1,2,3i = ). 
4.1.1  基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标 
记相对于分布参数 1µ , 2µ 和 3µ 的整体灵敏度
指标分别为 ( )1µ , ( )2µ 和 ( )3µ ; 相对于分布
参数 1σ 、 2σ 和 3σ 的整体灵敏度指标分别为
( )1σ , ( )2σ 和 ( )3σ . 本例中已知 1Θ , 2Θ 和 3Θ
为正态随机变量, 因此其ε -等效分布即为正态分布. 
基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标绘于图 3 和图 4
之中, 对应的重要性测度如表 1 所示, 按其大小排
序有: 3 2 1µ µ µ> = 以及 3 2 1σ σ σ> = . 从表中可见，





考察 1Θ , 2Θ 和 3Θ 的重要性测度(表 1)如下. 
(1) 均值参数反映了随机变量的位置关系. 注
意到 1Θ , 2Θ 和 3Θ 在式(57)中的系数比例为1:1: 2 , 
这与 ( )1µ 、 ( )2µ 和 ( )3µ 对应的重要性测度是
一致的 . 这里所表现出的一致性是因为有关系
1 2 32Xµ µ µ µ= − + ;  
(2) 标准差参数反映了随机变量的离散程度. 
注意到 2 2 2 21 2 32Xσ σ σ σ= + + , 而 ( )1σ , ( )2σ 和
( )3σ 对应的重要性测度比例为1:1: 2 , 二者也是
一致的.  













图0 相对于均值参数的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标
(算例一) 
Fig. 3 Fréchet derivative based GSI in terms of the mean values 
(Example 1) 













图0 相对于标准差参数的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指
标(算例一) 
Fig. 4 Fréchet derivative based GSI in terms of the standard 
deviations (Example 1) 
除了通过表 1 计算所得的重要性测度外, 直接
观察图 3 和图 4 中整体灵敏度指标的峰值点亦能得
到上述相关结论, 即 1Θ , 2Θ 和 3Θ 的重要性测度关于
均值参数有比例关系1:1: 2 、而关于标准差参数有
比例关系1:1: 2 .  
表 1 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的重要性测度(算
例一) 
Table 1 Importance measure of the Fréchet derivative based 
GSI (Example 1) 
Distribution 
parameters 1µ  2µ  3
µ  1σ  2σ  3σ  
Proposed 0.479 0.489 0.680 0.240 0.223 0.449 
Analytical 0.500 0.500 0.707 0.250 0.250 0.500 
由式(38)所定义的方向灵敏度绘于图 5 和图 6
中. 从图 5 可见, ( )1µ 与 ( )3µ 的方向是相同的、
与 ( )2µ 的方向则是相反的. 而在图 6 中, ( )1σ 、
( )2σ 和 ( )3σ 的方向一致. 主要原因如下. 
(1) 均值参数反映了随机变量的总体趋势. 这
意味着, 若 1µ 或 3µ 有一个正增量 µ∆ , 则在 0x < 范
围内的概率密度函数会相应地减小, 而在 0x ≥ 范围
内的概率密度函数则会相应地增大, 最终导致系统
响应的概率密度函数整体向右移动; 反之则反. 这
一结论, 正是由物理方程(57)中 1Θ , 2Θ 和 3Θ 前的符
号“ + ”、“ − ”和“ + ”所决定的. 
(2) 对于标准差参数而言, 由图 6 可知, 增大
1σ , 2σ 或 3σ 均会使得 ( )2, 2x∈ − + 范围内的概率密
度函数相应地减小, 而 ( ] [ ), 2 2,x∈ −∞ − ∪ + +∞ 范围
内的概率密度函数会相应地增大, 最终导致系统响
应的概率密度函数变得更为扁平. 换言之, 本例中
系统响应标准差将随着 1σ , 2σ 或 3σ 的增大而增大. 
显然, 由 2 2 2 21 2 32Xσ σ σ σ= + + 可知这一结论是正确
的.  
 





图0 相对于均值参数的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标
的方向灵敏度(算例一) 
Fig. 5 Direction sensitivity of the Fréchet derivative based GSI 
in terms of the mean values (Example 1) 





图0 相对于标准差参数的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指
标的方向灵敏度(算例一) 
Fig. 6 Direction sensitivity of the Fréchet derivative based GSI 
in terms of the standard deviations (Example 1) 
4.1.2  与矩独立灵敏度指标的关系 
 考虑随机系统(57)的矩独立灵敏度指标[10], 对
1,2,3i = , ( )i i is Θ µ= 分别为:  
 1 2 30.0695,  0.0695,  0.1661s s s= = =  (58) 
而由式 (50) 计算可得 1̂ 0.1210s = , 2ˆ 0.1210s = 和
3̂ 0.2420s = , 满足不等式(49). 值得注意的是, 这里
的 ˆ js 依然保留了比例关系 1 2 3ˆ ˆ ˆ: : 1:1: 2s s s = , 而 is 及
矩独立指标 [ ]
i isΘ (计算可得 0.1850、0.1850 和
0.3057)则显然不具备这一比例特性. 





4.2  算例二: 隧道锚杆支护系统 
考虑一隧道锚杆支护系统[27,36] , 如图 7 所示, 
假定系统是轴对称与各向同性的 . 在岩体压力
rockP 、喷浆混凝土衬砌承压力 shotP 与锚杆承压力
boltP 的共同作用下, 该支护系统的功能函数可表达
为[36] 
 shot bolt rockg P P P= + −  (59) 



















 − + 
= −  





其中 0P 为地应力, c为修正后岩体有效粘聚力, 有 
 ( )b b c/c c A S Sτ= +   (61) 
喷浆混凝土衬砌承压力 shotP 为径向变形的函数 
 ( )( )shot s 0 0 0/P K u r u r= −  (62) 
其中, sK 为支护刚度模量(考虑 0d r ):  
 ( )2s s 0 s/ 1K E d r ν = −   (63) 
式(62)中 ( )u ⋅ 为径向变形场, 它是离隧道中心距离
r 的反比例函数, 即 
 






























锚杆承压力 boltP 按下式计算:  
 
( )( ) ( )
( )
0




a a ru r u u r u E A
r
P
r r S S
  
− − −  





意义详见表 2.  
 
图0  隧道锚杆支护系统 
Fig.7  Rock bolting system of the tunnel 
表 2 隧道锚杆支护系统确定性参数(算例二)[36] 
Table 2 Deterministic parameters in the rock bolting system of 
the tunnel (Example 2)[36] 
Parameters Values Physical meanings 
0r  5.9 / m  Tunnel radius 
cr  8.9 / m  Anchoring radius 
γ  326.5 / kN m−⋅  Unit weight of rock mass 
ν  0.5  Poisson’s ratio of rock mass 
 
c  0.507 / MPa  Cohesion of rock mass 
ϕ  28.7 /  Angle of rock mass 
bτ  312 / MPa  Shear strength of rockbolt 
bA  2380.13 / mm  Cross sectional area of rockbolt 
bE  210GPa  Modulus of elasticity of rockbolt 
cS  1 / m  




 1 / m  Longitudinal spacing of rockbolt 
d  20.3 / cm  Radial thickness of shotcrete 
sE  28 / GPa  Modulus of elasticity of shotcrete 
sν  0.167   Poisson’s ratio of shotcrete 
0
au  1.92 / cm  Initial radial displacement of tunnel 




9.975Pµ = , 0 2.300Pσ = , 0 0.2491Pα = − 和
0
2.8748Pβ = ; 岩体弹性模量 / GPaE 服从对数正态
分布, 其均值为 4.370Eµ = ,标准差为 0.5244Eσ = ; 
初始径向位移 0 / cmu 服从对数正态分布, 其均值为
0
3.200uµ = ,标准差为 0 0.400uσ = .  
通常, 对数正态分布的概率密度函数为 











 − = − 
  
 (66) 





ln ,  ln 1a bµ σ
µµ σ
   
 = = +   +   
 (67) 
其中 µ 为均值、σ 为标准差. 记 E 的分布参数为 Ea
和 Eb , 0u 的分布参数为 0ua 和 0ub , 由式(67)计算得
到. 本例灵敏度分析结果绘于图 8 和图 9 之中.  











图0 相对于参数 0P 前四阶矩的基于 Fréchet 导数的整体灵敏
度指标(算例二) 
Fig. 8 Fréchet derivative based GSI in terms of the first 
fourth-moments of the parameter 0P  (Example 2) 











图0 相对于参数 E 和 0u 的分布参数 a 和 b 的基于 Fréchet 导
数的整体灵敏度指标(算例二) 
Fig. 9 Fréchet derivative based GSI in terms of the distribution 




0 0 0 0 0 0P P P P E u E ua a b bµ σ α β> > > > > > >  (68) 
对应的重要性测度分别为 0.9105, 0.7938, 0.7136, 
0.6353, 0.2759, 0.1611, 0.1225 和 0.0862, 且均满足
不超过 1 的性质. 可见, 地压力 0P 对功能函数的影
响是最大的, 次之为岩体弹性模量 E 和初始径向位




(2) 若仅考虑均值分布参数, 可以看到参数 0P
将使得 g 的概率密度函数向正向移动, 而参数 E 则
使 g 的概率密度函数向负向移动. 这一点可以在锚
杆承压力计算公式(65)与径向变形场公式(64)中得
以理解: 当 0P 增大或 E 减小时, 径向变形增大, 从
而使得锚杆承压力 boltP 增大, 最终导致 g 增大, 因
而其概率密度函数向正向移动.  
4.3  算例三: 大坝下稳态受限渗流模型 
考虑一个大坝下稳态受限渗流分析模型[14,37], 
如图 10 所示. 在分析中, 假定渗流是各向同性和均
匀的、且渗流仅发生在 AB 段和 CD 段. 记粉质碎石
层的透水率为 g,xT ( x 方向)和 g, yT ( y 方向); 粉质砂
土层的透水率为 s,xT ( x 方向)和 s, yT ( y 方向). 记 AB

































Fig. 10 Schematic representation of the steady-state confined 
seepage below the dam [14] 
本文用有限元法(共计 3413 个节点, 1628 个单
元)求解式(69)所示控制方程[14]得到分析区域的水












∂∫  (70) 
其中 q 的单位为 1 1L h m− −⋅ ⋅ . 式(69)各参数取值列
于表 3 中, 其中 ( )7,10 为区间 [ ]7,10 上均匀分布, 
( ),µ σ 为均值为 µ 、标准差为σ 的对数正态分
布.  
表 3 大坝下稳态受限渗流模型参数(算例三)[37] 
Table 3 Parameters in the dam model of the steady-state 
confined seepage (Example 3)[37]  
Parameters Distributions Physical meanings 
g,xT  ( ) 6 15,5 / 10 m s− −⋅  Permeability of the layer of silty gravel in x-direction 
g, yT  ( ) 6 12, 2 / 10 m s− −⋅  Permeability of the layer of silty gravel in y-direction 
s,xT  ( ) 7 15,5 / 10 m s− −⋅  Permeability of the layer of silty sand in x-direction 
s, yT  ( ) 7 12, 2 / 10 m s− −⋅  Permeability of the layer of silty sand in y-direction 
Dh  ( )7,10 / m  Height of storage water 
分析时, 记 g,xT , g, yT , s,xT 和 s, yT 的分布参数分
别为 ( )g, g,,x xa b , ( )g, g,,y ya b , ( )s, s,,x xa b 和 ( )s, s,,y ya b ; 
对于蓄水高度参数 Dh , 考虑它的 ε -等效分布为
Beta 分布 ( ),h ha b , 其中 1ha = 和 1hb = . 由于 Beta
分布定义于区间 [ ]0,1 中, 不妨令 
 






















式中 ( ) ( ) ( ) ( )B , /h h h h h ha b a b a b= Γ Γ Γ + , ( )Γ ⋅ 为
Gamma 函数.  
灵敏度分析结果绘于图 11 与图 12 中. 由表 4
可知, 按参数 a进行重要性测度排序有 
 s, , D , ,x s y g x g yT T h T T> > > >  (72) 
而按参数b 进行重要性测度排序有 
 s, D , , ,x s y g x g yT h T T T> > > >  (73) 
这意味着: (1) 粉质砂土层透水率是非常重要
的参数、而粉质碎石层透水率则是相对而言重要性
较低; (2) 除在 Dh 中二者接近外, 参数 a 相较于参
数 b 更为重要. 但同样所有变量的重要性测度也均
不超过 1. 










图0 相对于参数 a 的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标(算
例三) 
Fig. 11 Fréchet derivative based GSI in terms of the parameter 
a  (Example 3) 










图0 相对于参数 b 的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标(算
例三) 
Fig. 12 Fréchet derivative based GSI in terms of the parameter 
b  (Example 3) 
表 4 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的重要性测度(算
例三) 
Table 4 Importance measure of the Fréchet derivative based 
GSI (Example 3) 
Distribution 
parameters 
g,xT  g, yT  s,xT  s, yT  Dh  
a  0.2242 0.1492 0.6861 0.3105 0.2341 
b  0.1025 0.0610 0.4253 0.1404 0.2307 
4.4  算例四: 钢筋混凝土平面框架结构 
考虑一榀钢筋混凝土平面框架结构, 如图13所
示. 结构底层柱截面为 600mm 800mm× 、二层柱截
面 为 500mm 700mm× , 其 它 层 柱 截 面 为
500mm 600mm× ; 中 跨 梁 截 面 统 一 设 计 为
300mm 450mm× 、 边 跨 梁 截 面 均 采 用
300mm 600mm× . 截面配筋信息详见文献[17]. 采
用 OpenSEES 软件对其进行有限元建模, 具体而言: 
 






分析中, 考虑第 1 层, 第 2 层, 第 3~6 层及第
7~10 层的混凝土材料的抗压强度 c1f , c2f , c3f 和
c4f 为独立同分布的随机变量, 其概率信息详见表 5. 
注意到混凝土弹性模量 4c / 10 MPaE 与其抗压强度
c / MPaf 是相关的. 本例中, 采用混凝土结构设计










考察该结构在南北向 El Centro 地震波作用下
的随机动力响应, 地震动幅值调整为中震作用下对
应的 0.2g . 记感兴趣量为顶层位移响应 ( )topd t 的极
值, 即 ( )ext topd d t ∞= , 其中 ∞⋅ 为∞范数.  
 
图0 钢筋混凝土平面框架结构[17] 
Fig. 13 The reinforced concrete frame structure[17] 
表 5 混凝土抗压强度参数(算例四) 
Table 5 Parameters in the reinforced concrete frame structure 
(Example 4) 
Parameters Distributions No. of floor 
c1f  ( )30,6 / MPa  1st 
c2f  ( )30,6 / MPa  2nd 
c3f  ( )30,6 / MPa  3rd ~6th 
c4f  ( )30,6 / MPa  7th ~ 10th 
表中, ( ),µ σ 代表正态分布, µ 为均值, σ 为标
准差, 并对 1,2,3,4i = , 记 cif 的均值参数为 iµ , 标
准差参数为 iσ .  
本例分析结果如图 14 和图 15 所示, 所得整体
灵敏度指标的重要性测度列于表 6 之中. 同样，计
算所得的各重要性测度均不超过 1. 可见, 与 c2f 和
c3f 相比, c1f 和 c4f 对顶层位移响应极值的影响更
大, 且尤以 c4f 影响最大. 有意思的是, 对底层位移
做灵敏度分析, 即取 ( )ext bottomd d t ∞= , 此时相对
于均值与标准差参数的重要性测度如表 7所示.  此
时, 底层位移响应极值几乎完全由 c1f 所影响. 表 8
给出了在 0.1g峰值加速度下底层位移与顶层位移的
重要性测度(此时结构响应基本处于线性状态). 值








表 6 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的重要性测度(算
例四/顶部位移/0.2g) 
Table 6 Importance measure of the Fréchet derivative based 
GSI (Example 4/Top displacement/0.2g) 
Parameters c1f  c2f  c3f  c4f  
Mean value µ  0.2797 0.0656 0.0950 0.4405 
Standard deviationσ  0.1112 0.0806 0.0942 0.3918 









图0 相对于均值的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标(算例
四) 
Fig. 14 Fréchet derivative based GSI in terms of the mean value 
(Example 4) 









图0 相对于标准差的基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标(算
例四) 
Fig. 15 Fréchet derivative based GSI in terms of the standard 
deviation (Example 4) 
 
表 7 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的重要性测度(算
例四/底部位移/0.2g) 
Table 7 Importance measure of the Fréchet derivative based 
GSI (Example 4/Bottom displacement/0.2g) 
Parameters c1f  c2f  c3f  c4f  
Mean value µ  0.9139 0.1138 0.1110 0.0887 
Standard deviationσ  0.7739 0.0959 0.1025 0.1108 
表 8 基于 Fréchet 导数的整体灵敏度指标的重要性测度(算
例四/0.1g) 
Table 8 Importance measure of the Fréchet derivative based 
GSI (Example 4 /0.1g) 
Parameters c1f  c2f  c3f  c4f  















Note: The values inside and outside the bracket are the importance 
measures of the bottom displacement and the top displacement, 
respectively. 
 
图0 某底层柱混凝土材料的应力-应变曲线 (算例四) 
Fig. 16 Stress-strain curves of concrete materials of one bottom 
column (Example 4) 
4  结论 
基于随机系统中不确定性传播的泛函观点及其
泛函表达, 引入了基于Fréchet导数的整体灵敏度指






析与论证. 本文主要结论如下:  
(1) 与传统整体灵敏度不同的是, 本文所提整
体灵敏度可看作是灵敏度分析从确定性系统到随机













等一系列问题, 还有待进一步深入研究.  
参考文献 
1 Soize C. Uncertainty Quantification: An Accelerated Course with 
Advanced Applications in Computational Engineering. Cham, 
Switzerland: Springer International Publishing AG, 2017 
2 万志强, 陈建兵. 数据稀缺与更新条件下基于概率密度演化-测度变
换的认知不确定性量化分析. 工程力学, 2020, 37(1): 34-42 (Wan 
Zhiqiang, Chen Jianbing. Quantification of epistemic uncertainty due to 
data sparsity and updating based on the framework via synthesizing 
probability density evolution method and change of probability measure. 
Engineering Mechanics, 2020, 37(1): 34-42 (in Chinese)) 
3 陈建兵, 万志强, 宋鹏彦. 相依随机变量的随机函数模型. 中国科学:  
物理学  力学  天文学 , 2018, 61(1): 014609 (Chen Jianbing, Wan 
Zhiqiang, Song Pengyan. Random function model for dependent random 
variables. Scientia Sinica Physica, Mechanica & Astronomica, 2018, 
61(1): 014609 (in Chinese)) 
4 Li DQ, Zhang L, Tang XS, et al. Bivariate distribution of shear strength 
parameters using copulas and its impact on geotechnical system 
reliability. Computers and Geotechnics, 2015, 68: 184-195 
5 Hong X, Li J. Stochastic Fourier spectrum model and probabilistic 
information analysis for wind speed processes. Journal of Wind 
Engineering and Industrial Aerodynamics, 2018, 174: 424-436 
6 Saltelli A, Ratto M, Andres T, et al. Global Sensitivity Analysis. The 
Primer. Chichester: John Wiley & Sons, 2008 
7 Morris MD. Factorial sampling plans for preliminary computational 
experiments. Technometrics, 1991, 33(2): 161-174 
8 Sobol’ IM, Kucherenko S. Derivative based global sensitivity measures 
and their link with global sensitivity indices. Mathematics and 
Computers in Simulation, 2009, 79: 3009-3017 
9 Sobol’ IM. Sensitivity estimates for nonlinear mathematical models. 
Mathematical Modeling and Computational Experiment, 1993, 1: 
407-414 
10 Borgonovo E. A new uncertainty importance measure. Reliability 
Engineering and System Safety, 2007, 92: 771-784 
11 陈建兵, 李杰. 结构随机动力非线性反应的整体灵敏度分析. 计算力
学学报, 2008, 25(2): 169-176 (Chen Jianbing, Li Jie. Global sensitivity 
in nonlinear stochastic dynamic response analysis of structures. Chinese 
Journal of Computational Mechanics, 2008, 25(2): 169-176 (in 
Chinese)) 
12 Chen JB, Yang JS, Jensen H. Structural optimization considering 
dynamic reliability constraints via probability density evolution method 
and change of probability measure. Structural and Multidisciplinary 
Optimization, 2020, 62(5): 2499-2516 
13 Wu YT. Computational methods for efficient structural reliability and 
reliability sensitivity analysis. AIAA Journal, 1994, 32(8): 1717-1723 
14 Valdebenito MA, Jensen HA, Hernández H B, et al. Sensitivity 
estimation of failure probability applying line sampling. Reliability 
Engineering and System Safety, 2018, 171: 99-111 
15 Dubourg V, Sudret B. Meta-model-based importance sampling for 
reliability sensitivity analysis. Structural Safety, 2014, 49: 27-36 
16 Chen JB, Wan ZQ, Beer M. A global sensitivity index based on Fréchet 
derivative and its efficient numerical analysis. Probabilistic Engineering 
Mechanics, 2020, 62: 103096. 
17 Chen JB, Wan ZQ. A compatible probabilistic framework for 
quantification of simultaneous aleatory and epistemic uncertainty of 
basic parameters of structures by synthesizing the change of measure 
and change of random variables. Structural Safety, 2019, 78: 76-87 
18 Ang AH-S, Tang W. 工程中的概率概念. 陈建兵,  彭勇波,  刘威,  
艾晓秋 ,  译 . 北京 :  中国建筑工业出版社 ,  2017 (Ang AH-S,  
Tang W. Probability Concepts in Engineering. Translated by Chen 
Jianbing, Peng Yongbo, Liu Wei, Ai Xiaoqiu. Hoboken: John Wiley & 
Sons, 2006 (in Chinese)) 
19 Papoulis A, Pillai SU. Probability, Random Variables, and Stochastic 
Processes. New York: McGraw-Hill, 2002 
20 Li J, Chen JB. The principle of preservation of probability and the 
generalized density evolution equation. Structural Safety, 2008, 30: 
65-77 
21 Li J, Chen JB. Stochastic Dynamics of Structures. Singapore: John 
Wiley & Sons, 2009 
22 Bobrowski A. Functional Analysis for Probability and Stochastic 
Processes. An introduction. New York: Cambridge University Press, 
 
2005 
23 李杰. 工程结构整体可靠性分析研究进展. 土木工程学报, 2018,  
51(8): 1-10 (Li Jie. Advances in global reliability analysis of engineering 
structures. China Civil Engineering Journal, 2018, 51(8): 1-10 (in 
Chinese)) 
24 Atkinson K, Han WM. Theoretical Numerical Analysis: A Functional 
Analysis Framework. New York: Springer Science + Business Media, 
2009 
25 Saltelli A, Tarantola S, Campolongo F, et al. Sensitivity Analysis in 
Practice. A Guide to Assessing Scientific Models. Chichester: John 
Wiley & Sons, 2004 
26 Zhao YG, Zhang XY, Lu ZH. Complete monotonic expression of the 
fourth-moment normal transformation for structural reliability. 
Computers and Structures, 2018, 196: 186-199 
27 Zhao YG, Zhang XY, Lu ZH. A flexible distribution and its application in 
reliability engineering. Reliability Engineering and System Safety, 2018, 
176: 1-12 
28 Melchers RE, Beck AT. Structural Reliability Analysis and Prediction. 
Chichester: John Wiley & Sons, 2018 
29 Nelsen RB. An Introduction to Copulas. New York: Springer Science + 
Business Media, 2006 
30 Berberan-Santos MN. Expressing a probability density function in terms 
of another PDF: A generalized Gram-Charlier expansion. Journal of 
Mathematical Chemistry, 2007, 42(3): 585-594 
31 蒋仲铭, 李杰. 三类随机系统广义概率密度演化方程的解析解. 力学
学报 , 2016, 48(2): 413-421 (Jiang Zhongming, Li Jie. Analytical 
solutions of the generalized probability density evolution equation of 
three classes stochastic systems. Chinese Journal of Theoretical and 
Applied Mechanics, 2016, 48(2): 413-421 (in Chinese)) 
32 Chen JB, Yang JY, Li J. A GF-discrepancy for point selection in 
stochastic seismic response analysis of structures with uncertain 
parameters. Structural Safety, 2016, 59: 20-31 
33 Chen JB, Chan JP. Error estimate of point selection in uncertainty 
quantification of nonlinear structures involving multiple nonuniformly 
distributed parameters. International Journal for Numerical Methods in 
Engineering, 2019, 118: 536-560 
34 Li J, Chen JB, Fan WL. The equivalent-value event and evaluation of the 
structural system reliability. Structural Safety, 2007, 29: 112-131 
35 Grigoriu M. Stochastic Calculus. Applications in Science and 
Engineering. New York: Springer Science + Business Media, 2002 
36 Su YH, Li X, Xie ZY. Probabilistic evaluation for the implicit limit-state 
function of stability of a highway tunnel in China. Tunnelling and 
Underground Space Technology, 2011, 26: 422-434 
37 Song JW, Valdebenito M, Wei PF, et al. Non-intrusive imprecise 
stochastic simulation by line sampling. Structural Safety, 2020, 84: 
101936 
38 中华人民共和国住房和城乡建设部组织. GB 50010-2010 混凝土结
构设计规范. 北京: 中国建筑工业出版社, 2010 (Ministry of Housing 
and Urban-Rural Development of the People’s Republic of China. GB 
50010-2010 Code for Design of Concrete Structures. Beijing: China 
Architecture & Building Press, 2010 (in Chinese))
 
